Capitulo 5
Amari.

5.1. Contexto.

No cstd por demds cnfatizar cl papel clave que jugé cl ano de 1972 para cl
drca dec las memorias asociativas, pues como sc indicé en capitulos anteriores,

cste ano fue testigo de una febril actividad de los investigadores pioneros en
memorias asociativas.

Uno dc los cuatro grandes de la generacién 1972, ademds de James A.
Andcerson con su Interactive Mcmory (Anderson. 1972). Teuvo Kohonen
y sus Corrclation Matrix Acmorics (Kohonen, 1972) v Kaoru Nakano v su
Associatron (Nakano, 1972), ¢s, como ya sc menciond en ¢l capitulo 4. Shun-
ichi Amari, profesor de la University of Tokyo y uno de los mas prolificos
escritores de artfculos cientificos hasta miucstros dfas.

En 1972 Amari public6 un trabajo teérico donde continuaba con sus in-
vestigaciones sobre las Self-Organizing Nets of Threshold Elements (Amari.
1972), tépico cuyo estudio habia iniciado un par de anos atras. Este trabajo
dc Amari constituye una valiosa mucstra del cstilo tcérico caracteristico de
cste personaje y representa, histéricamente, un importante antccedente para
la creacién de lo que una década mds tarde sc convertiria en ¢l modclo de
incmoria asociativa por antonomasia: la memoria Hopficld.

Bosqucjos de algunas de las ideas que aparccen cn los trabajos de Amari
son cl tema central de este capitulo.
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5.2. El trabajo de Amari.

Mientras que el Lincar Associator resume la esencia de los trabajos pi-
oncros de Steinbuch. Anderson, Kohonen y Nakano (ver capitulos 1 a d),
cl trabajo de Amari apunta cn otra dircccion: propone métodos y enfoques
teéricos novedosos para algunos conceptos conocidos, y pretende establecer
nuevas teorias sobre cierto tipo de procesos. entre los que destaca ¢l tema de
nuestro interés, la existencia y funcionamiento de las memorias asociativas

de patroncs.

A diferencia de la Lernmatrix. del corrclograph y del Lincar Associa-
tor, cn tanto que modclos factibles de simularse o implementarse casi de
inmediato. las Sclf-Organizing Nets of Threshold Elements son cstudiadas
por Shun-ichi Amari desde un punto de vista teérico (Amari. 1972). Adn
més. cinco afios después volvié a la carga tomando como basc cstos resulta-
dos, para proponer una tcoria ncuronal de la asociacién y la formacion de
conceptos (Amari, 1977).

El articulo de 1972 incluye un buen mimero de definiciones. tres lemas,
ocho tcoremas v un corolario, parte de los cuales ticnen que ver con memo-
rias asociativas. La informacion que sc presenta a continuacion cstd tomada
libremente del contenido dc cste articulo, con las adaptacioncs pertinentes
v adecuadas cn notacion y cstilo.

Con un cnfoque teérico, cl autor desarrolla los siguientes temas:

1. Una corta descripcion dc las ya conocidas (en 1972) redes de clementos
dc umbral. las transiciones de estados y estados de equilibrio

9 Definiciones de los mimeros dc estabilidad de la transicién dc cstados
y los mimeros de cstabilidad de los cstados de cquilibrio

3. Condicioncs de convergencia para los mimceros de cstabilidad de los
cstados de cquilibrio

4. Los fundamentos de la auto-organizacién de las redes de clementos de
umbral

5. Las redes auto-organizativas de clementos de umbral como nicinorias
asociativas
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Parafrascando‘al autor, "una red auto-organizativa de clementos de um-
bral ticne la propicdad de que su estructura varia gradualmente. dependi-
cndo de los patrones aplicados a la red, como estimulos externos. Cuando
los patroncs dc cstimulo sc aplican repetidamente a la red. sc cspera que
ésta aprenda de los estfmulos v fije algunos de ellos como cstados de equi-
librio cstables. por medio de auto-organizacién. Sc puede decir que la red
recuerda csos patrones. Una vez que un patrén es recordado como un cstado

de cquilibrio estable, sera recuperado v reproducido correctamente cuando
un patrén vecino sc da como estimulo.”

La informacién para cl tema 1, cuyo resumen se presenta a continuacion.
procede de 12 fuentes a las que cl autor hace referencia, entre cllas tres tra-
hajos previos de ¢l mismo, un articulo de Krohn & Rhodes de 1965 titulado
precisamente Nets of threshold clements, y la edicién original (1969) del
famoso libro Perceptrons (Minsky & Papert, 1938).

Un clemento de umbral de n entradas se especifica por n cantidadcs
w1, Wa. ..., Wn llamados pesos, y una cantidad £ llamada wibral. El clemento
sc denota por E(wy. ws. ..., wy,; i) 0 mds brevemente E(w;; h). Consideremos
n variables de entrada xy, xs. ..., T, cuyo dominio cs ¢l conjunto {—1,1}. La
salida y cs 1 cuando la suma pesada Y, wiz; excede h; de otro modo, la
salida cs —1. Por lo tanto, la relaciéon de entrada-salida del clemento sc
describe por la siguicnte expresion:

y = sgn Zw,—x;-—h
dondc

1 si u>0

sgn(u) =
-1 si u<0

Amari asume. "con cl fin de cvitar discusiones innccesariamente com-
plicadas”, que cl caso de igualdad nunca ocurre. Ademds, cs posible hacer
una simplificacién adicional: si ¢ cs una constante positiva. los clementos de
umbral E(w;: h) v E(cwi:ch) tienen las mismas caracteristicas, por lo que



44 CAPITULO 5. AMAR;

os vilido considerar que Jw;| < 1y que ademds los pesos cstdn normalizadog
de mancra quc ¢l valor méximo dc todos los |w;| cs precisamente 1.

Sca una red compucsta de n clementos de umbral Ey, Es. .... ), donde
E; = E(wj1.wj2, ... wjn; h). Estos clementos cstdn conectados de manera
tal. que la salida de Ej, denotada por ;. cstd conectada con las i-ésimag
entradas de todos los clementos con un retraso de una unidad de tiempo: cs
decir. la salida y; sc multiplica por w;; cuando sc opcra con E;.

La red trabaja de modo sincrono cn intervalos fijos de ticmpo y esti
especificada por la matriz dc pesos (wji), xn ¥ €l vector de umbrales (h;),
El vector columna

Ymn

donde ; cs la salida actual del elemento Ej, sc llama cl estado actual de
la red.

El cstado siguicnte ¥’ estd determinado univocamente por cl estado ac-
tual y. debido a que la salida y! del clemento E; cn cl ticmpo siguicnte cstd
determinada por

’
Yi = sgn E wijy; — hi
j

Si sc denota ¢l operador de transicién de cstados por T, cl estado sigu-
icnte y’ sc expresa asi:

y =Ty

Un estado de equilibrio es nn estado invariante bajo T'; es decir. y. €8
un cstado de cquilibrio si y, = Ty.,..
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onjunto orde > 3 3 B =
Un conj cnado de m estados B = {y;.ya....,ym} para los cuales

sc cumple que yi4) = Ty; donde i = 1.2....,(m — 1) sc llama sccuencia de
transiciones dc cstados dc longitud m.

Una sccucncia de transiciones de cstados C = {y,.ys,....y,} para la
cual sc cumple que Ty, = yy, se¢ llama ciclo de longitud r.

Dado que cl mimero de cstados en una red cs finito, la sccuencia de

estados Yo, TYo. T?%yo. T?yo, T'yo, ... donde Yo ¢s arbitrario, sc comporta de
dos posibles mancras:

- converge a un cstado de cquilibrio,

- 0 bicn, cac cn un ciclo dentro de un nimero finito de transiciones de
cstado

Los cstados dc cquilibrio y los ciclos son patronces que la red puede retener
persistentemente sin cntradas cxternas.

Los ternas 2 a 5 son las aportaciones originales de Amari.

En lo que siguc, y tomando como basc la informacién de los parrafos an-
teriores, presentaremos algunos comentarios inicamente sobre los contenidos
que estén relacionados directamente con la capacidad que exhiben las redes
de clementos de umbral para actuar como memorias asociativas. Es decir,
no habr4 comentarios sobre las definiciones. lemas y tcorcimas relacionados
con la recuperacién de sccucncias y la formacién de conceptos, tépicos im-
portantcs cn cl articulo, pero ajenos al tema de nucstro interds.

Con objcto de definir y usar los mimeros de cstabilidad mencionados
cn los temas 2 y 3, Amari cch6 mano de dos conceptos: ¢l dc distancia de
Hamming cntre dos cstados x y y, expresada como dis(x, y) =35> lxi — uils
y ¢l de k-vecindad de x, cuya expresion es N(x.k) = {y |dis(x.y) < k}.

A partir de estos conceptos. dcfinié las n funciones

wi(x.y) =z | Y wisyi —
J

Es claro que w;(x.y) cs positiva cuando la i-¢sima componcnte de
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Ty =Y wijy; — hi
J

coincide con la de x. y ncgativa de otra mancra.

La combinacién de estas funciones y los operadores min(k), Propucstog
también por Amari. hace posible llegar a la definicion de los mimeros de

cstabilidad.

Para n mimeros rcales ry, 7. ..., Ty, cl operador min(k) denota el (k4 1)-
ésimo mimero mds pequeio de todos los 1;; ¢s decir, si los 7; sc ordenay
de acucrdo con su magnitud de mancra que 7, < i, <71y <--0 <y Lol

opcerador sc define asi:

El primer resultado del articulo. que ilustra ¢l papel de las funciones
u;i(x.y) y del operador min(k), afirma que una condicién nccesaria y sufi-
cicnte para que un cstado y caiga dentro de la k-vecindad de x después de
una transicién simple de estados, es decir Ty €¥(x,k). es min(k) {ui(x,y)} >
0.

Un caso particular del resultado anterior ¢s de gran trascendencia: veamos:
al hacer k =0, Ty e N(x,k) sc convicrte en Ty € N(x,0) y csto significa ni
mais ni menos que Ty =Tx.

Si ademids de & = 0 hacemos y = x. entonces obtenemos cl primer teo-
rema:

El estado y es de equilibrio — min; {u;(y.y)} > 0

Con la informacién y notacién anteriores ¢s posible presentar la primera
dcfinicidn central de este articulo, cl grado de cstabilidad de la transicion de
cstados. :
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Sca k un mimero no ncgativo: el mimero de k-cstabilidad s(y.k) de la
transicion de estado y —Ty se define cono la partc cntera de la cantidad

.-1,-171in(k) {ui(y.Ty)}: si [n] rcpresenta la parte cnera de n, la dcfincién del

mimero de k-cstabilidad os:

s(y.k) = %mi'n(k) {ui(y.Ty) }]

El scgundo resultado, que ilustra el significado del mimero de k-estabilidad
s(y.k), afirma que si z es un cstado que pertencee a la s(y.k)-vecindad de
y. entonces Tz pertencee a la k-vecindad de Ty; simbolicamente:

[z € N(y.s(y.k))] — [Tz € N (Ty.k)]

En particular, [z € N (y,s(y.0))] — [Tz =Ty).

Los mimcros de estabilidad de un cstado de cquilibrio y sc definen me-
diante ¢l mimcro de k-cstabilidad s(y,k); ¢l primer mimero de cstabilidad
s1(y) dc y cs dcfinido por s,(y) = s(y.0) = [émin(()){u,-(y.y)}], y los
demds sc definen recursivamente: s;(y) = s(y.s;j-1(y)).

La sccuencia s1(y), s2(y), -.- ¢s monétona no decrcciente y converge al
limite s(y) en un nimero finito de términos. Al lfmite s(y) sc le llama
natrnero de estabilidad del estado de equilibrio y.

Un estado de cquilibrio y cs estable si s(y) > 0 ¢ incstable si s(y) = 0.
El estado de cquilibrio y secrd inestable si y s6lo si s;(y) = 0.

El k-ésimo dominio de cstabilidad dec un cstado dc cquilibrio y cs la
se(y)-vecindad N (y. si(y)) v sc denota por Dy (y); es decir, Di(y) = N (y. si(y

Dos casos particularcs importantes son Do(y) = N (y,0) = {y}y D(y) =
N (y,s(y)): a D(y) sc lc lama simplemente dominio de estabilidad dey.

Adcmds, debido a que la sccuencia s1(y), s2(y), ..- ¢s mondtona no de-
creciente y converge a s(y). sc cumple que

Do(y) € Di(y) C Da(y) € -+- C D(y)
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A continuacién sc presenta ¢l cnunciado complcto del teorema 9 del
articulo. La importancia dc cstc tcorcma radica en que cstablece las cong.
ciones para que sc dé la convergencia dc la red a los cstados de cquiliby,
en un mimero finito de pasos. Un resultado similar c¢s la picdra a“gllla;
del famoso articulo de J. Hopficld. que marco ¢l nacimicnto de la Mcingri,
Hopficld. una década después.

Tcorcma 2.- Sca y un cstado de cquilibrio. Entonces, la red arrih, al
cstado y después de un niimero finito de transiciones de cstado. si su estadg
inicial pertencce a D(y). Més especificamente, la red arriba al estado y ¢
k transiciones si ¢l estado inicial pertencee a Di(y)-¢

En la presentacién del tema 4. los fundamentos de la auto-organizacigy,
de las redes de clementos de umbral, Amari asume que los patrones se aplicay
a la red como cstimulos cxternos, y que un patrén sc representa como up
vector columna n-dimensional cuyas componcentes son 1. donde n es o
niimero de clementos de la red.

Se asume también que la red sc fuerza a llegar al cstado x cuando sc
aplica cl patrén cstfmulo x. Sca x(t) cl patrén cstimulo aplicado en el tiempo
t(t=1.2 =

Al auto-organizarsc. los pesos dc la red cambian al recibir los patrones
de estimulo, de acnerdo con la siguicnte expresién para cl incremento de los
pesos cn cl ticmpo ¢:

./_\wij(t) = —aw,-_,-(t) + b.l,‘,'(t).’l:j(t)

donde a y b son constantcs positivas pequenas.

Asf llegamos al tema 5, las redes auto-organizativas de clementos de
umbral como mcrnorias asociativas.

Sc considera que los pesos iniciales de la red auto-organizativa cstan
dados por:

1 sii=j

0sii#j
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Sin pérdida dc generalidad, se considera ademss que h; = 0.Vi

El cumplimiento de estas condiciones conlleva al hecho de que todos los
estados cstdn inicialmente en equilibrio; esto se concluve de la definicién de

u;(x,y) v dcl primer tcorcma:

u;(x,x) = x; E Wiz — hy | = E w?j:rj =1
Jj J

y de aqui resulta que min; {w;(x,x)} > 0.

Dc acucrdo con ¢l primer tcorema. todos los estados x estdn inicial-
mente cn cquilibrio. Por consiguicnte, la red puede retener persistentemente
cualquicr estado inicial. pero sus mimeros de cstabilidad son cero (porque

s1(x) = 5(x,0) = [ri,min(()) {u,'(x,x)}] = 0) y todos los cstados son incsta-
bles.

El asumir que h; = 0,V? tiene como consccuencia inmediata que si sc
cumple Tx =y cntonces también se cumple T (—x) = (—y). Dado que cl
comportamicnto de (—x) estd determinado por el comportamicento de x, si
x cs cstable, entonces (—x) también serd cstable.

Sc mucstra la auto-organizaciéon de la red para cl caso cn que un solo
patrén con ruido sc¢ aplica repetidainente. Sca X un patrén aleatorio cuyas
componentes sc obticnen cambiando ¢l signo de cada componente de x en
forma incpendicnte con probabilidad p, es decir:

T “con probabilidad 1-p
I; =
—x; con probabilidad p

Sc propone cl pardmetro 62 = 4p(1 — p) como una cantidad que rcpr(:-
senta cl ruido del patrén x. Cuando p = 0. no hay ruido, y cuando p = 3,
62 = 1. En cstc ltimo caso, X no incluye informacion original del patrén x.

Amari presenta ¢l comportamicnto de las redes auto-organizativas de
clementos de umbral como memorias asociativas cn los teorcinas 4y 5de
su articulo.
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El tcorema 4 exhibe ¢l caso cn que la red aprende un uinico patrén ¢,
cstimulo, v cl tcorcma 5 trata cl caso mdis general, cuando m patroneg so
aplican repetidamente con cicrta frecuencia a la red, y las condiciones para
que la red pucda recuperar los patroncs asociativamentc.

Teorema 4.- Cuando un patrén x sc aplica repctidamente bajo distop.
siones de ruido de intensidad o2, la red se auto-organiza de mancra que se

cumple lo siguicnte:

. El patrén x cs almaccnado cn la red como un cstado dc cquilibrio y g,
minicro de cstabilidad cs

2 2
l1-o0- o-
s(x)=[ 5 n+?]

. Aquellos cstados y que satisfacen la relacién

2
o

: |cos(x.y)| < m

permanceen como cstados de cquilibrio incstable con mimero de cstabil-
idad 0. Todos los demss patrones cambian a x cn una transicién simplc. ¢

En la dltima cxpresion, cos(x.y) es el coseno del dngulo entre los pa-
troncs X v y, ¢l cual esta dado por cos(x.y) =lnx -y, y x-y cs cl producto
interno.

Se puede decir que la red recuerda a x correctamente como un cstado
dc cquilibrio, para valores de n suficientemente grandes. Consideremos cl
importante caso cn cl que s¢ presenta a la red un patrén y que cumplc con

02

|cos(x.y)| 2 ;1(1——0—2)

después de que el aprendizaje es completado. La red es pucsta cn cl
cstado y con la llegada del patrén externo, pero inmediatamente cambia
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al cstado x y permancce en €l En otras palabras, la memoria asociativa
rccupcra cl patron x a partir de un patrén ruidoso de entrada y.

Sc omitird ¢l cnunciado del teorema 5. debido a que su aportacién no va
mas alla de lo exhibido por ¢l Lincar Associator: si los patroncs aprendidos
son ortogonales, la rccuperacion serd perfecta.

En su articulo de 1977, Amari toma como basc los resultados del artfculo

de 1972, y proponc una tcoria ncuronal de la asociacién y la formacién de
conceptos (Amari, 1977).

En un cstilo teérico ain més riguroso, cl autor expone su idea de que
los componentes bésicos de una red no son clementos simples. sino pequefios
grupos dc ncuronas concctadas entre sf: Amari los llama neuron pools; mucs-
tra quc un ncuron pool pucde actuar como un clemento de dos cstados.

Respecto del tema de memorias asociativas, Amari toma las idcas del
articulo dc 1972 para dcfinir los sistcmas asociativos de mancra tal que

un patrén de entrada x da lugar a un patrén de salida y a través de una
transformacion T: ¢s decir, y =T'x.

Enfatiza la importancia de las rclaciones de ortogonalidad para lograr
salidas perfectas en la memoria asociativa, pues cn el caso ortonormal desa-

parcce cl término de cross-talk, como ya sc habia mencionado al presentar
cl Lincar Associator.

5.3. Consideraciones finales del capitulo.

En cste capitulo hemos presentado el bosquejo de algunas de las ideas
que aparccen cn los trabajos del notable y prolifico tedrico japonés, ingenicro
matcmatico Shun-ichi Amari.

El Profcsor Amari ha cscrito més de 300 articulos internacionales en
varias decenas de revistas de gran prestigio, ha participado co al menos
serics de libros especializados incluyendo Neural Networks: Rescarch and
Applications (Pergamon Press), ha obtenido una docena dc premios inter-
nacionales de investigacion cientifica y es autor. entre otros muchos. del libro
Mathcmatical Theory of Nerve Nets.

Actualmente s ¢l Dircctor of Brain Information Processing Group, RIKEN
Frontier Rescarch Program, en Japon (www.islal).I)rain.rikcn.go.Jp/ amari/).
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